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УДК 517.983 
А.В. МОРЖАКОВ 


ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРА ОБОБЩЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ В ОДНОМ КЛАССЕ 
ОДНОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЕЙ. 2 


Получено интегральное представление оператора обобщенного дифференцирова- 
ния и интегрирования Гельфонда - Леонтьева в пространстве голоморфных функ- 


ЦИЙ в звездной области (1. 

Ключевые слова. мультипликатор, голоморфная функция, оператор обобщенного 
дифференцирования, оператор обобщенного интегрирования, аналитическое про- 
Должение. 


Введение. В монографии [1] даётся определение оператора обобщенного 
дифференцирования (ООД) Гельфонда- Леонтьева для функций, аналити- 
ческих в начале координат. Там же получено представление ООД в случае 
круга с центром в нуле. В работе [2] получено представление линейного 
оператора, который непрерывен в каждом Н(С’), где ОЕС, и в некоторой 


окрестности нуля он представим в виде оператора обобщенного диффе- 
ренцирования. В настоящей работе представление такого же вида установ- 
лено при более слабых ограничениях на оператор и для фиксированной 
звездн0ой области СсС с ограниченным — мультипликатором 


М(С)={ЕС:С с 0}. По методам и постановке задачи данная статья 


является продолжением работы [3], в которой получено представление 
ООД для класса областей, не содержащих 0. 
Основные результаты. Назовём последовательность множеств А, ис- 


черпывающей множество А, если \и из множества натуральных чисел 
АрсиЕ Аи, (А, =А. 
п= 


ЛЕММА 1. 1) Пусть С’ - звездная ( относительно нуля ) область. То- 
гда, если {К,} - исчерпывающая С  последовательность компактов и 


ОешЕ К,, то существует исчерпывающая С’последовательность звездных 
компактов {К*}, ОЕшЕ К». 
2) Если С, =шЕ К’, то С, - исчерпывающая С  последователь- 


ность звездных областей. 
Доказательство. 1. Покажем, что произвольный компакт К, МОЖНО 


достроить до звездного. На каждом луче выделим наименьший отрезок с 
началом в нуле, принадлежащий одновременно этому лучу и К,. Состав- 


ленное из этих отрезков множество К’ является по построению наимень- 
шим звездным компактом, содержащим К,. 


Покажем, что Уп из множества натуральных чисел Кс К’. 
Для этого достаточно доказать, что концевые точки отрезков, составляю- 
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щих К’, лежат внутри К’.. По построению К” каждая такая точка из 
К’ принадлежит множеству К,, и поэтому является внутренней точкой 
К» 
строению К” Уп из множества натуральных чисел К” < С. А так как 
в=(к, <(.]к”, сс, 
п=1 п=1 


получаем, что к”. =б. 


п=1 


п? 


а значит и К’.. Так как С - звёздно и УпеМ К, < С, то по по- 


2. Допустим, что < ЕС. Тогда существует натуральное И такое, что 


Е К’. Гевб ии К’ =С(.. Следовательно, (] С, =С. А так как 
п= 


Кеш К, =С а, то С, СК, СС... Что и требовалось доказать. 

Замечание. Далее будем считать, что {С.} - последовательность звезд- 
ных областей, исчерпывающая С. Она обладает тем свойством, что для 
любого компакта К<С ЗИ из множества натуральных чисел такое, 


чтоК < С,. 

ЛЕММА 2. 1) Для любой звездной области С=С, ОеС множество 
С.С’ ' - открыто, звездно и не содержит бесконечно удаленную точку. 

2) Если М (С) ограничен, то Уи из множества натуральных чисел 
№ = М№(и) С, Сис С.С”". 

3) У‹еСС’" Уп>п УМ [0, < С.б””. 

Доказательство. 1. В силу предыдущего замечания С.С” звёздно. 
Так как множество С’' ограничено, то {0}еС.С”'. В силу теоремы 1 [4] и 
того, что О = шЕ СС” ' множество 


‚1 
М(С){0, оо} = МС) = (©6'') д 
замкнуто, а, следовательно, СС’ ' открыто. 
2. Так как С.М(С)< С, то К,М(С) < С. Покажем, что К,М(С) 
компакт. Зафиксируем произвольную последовательность <, Е К,М (С). 
Без ограничения общности можно сказать, что существуют последователь- 


ности ЕК, и =ЕМ(С), < > ЕК,, 5” > еЕМ(С) такие, что 


х=<<”. Но тогда и >=, Е К,М(С). Следовательно, К,„М(С) 
компакт. 
В силу того, что КМ (С) компакт, получаем 


ЭМ =М№(и) С М(С)КМ(б)<С,. 
Следовательно, М(С)<М(С.,С,), и по теореме 1 [4] 
аст=еа 
3. Заметим, так как С, - звездная относительно нуля область, то 
С,С'/ звездно. Поэтому Усе С,С”" [0,<|<С,С”". Для любого зеСС’" 
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ЭС, 3, ЕС” " $=а<, И В СИЛу ТОГО, ЧТО в=(.)с, ‚ Получаем, что 


п=1 


Эп,: <еС,; УМ х„еС’ < Су .Таким образом, У‹еСС’" Уп>и, УМ 





0, |=С.С’/'. Что и требовалось доказать. 


Замечание. Если С’ - звездная область, то замкнутое множество С’" то- 


же звёздно. 
Действительно, в работе [4] доказано следующее утверждение : 
С звёздно относительно нуля тогда и только тогда, когда [0 М(С). 


Очевидно, что это утверждение справедливо и для любого звездного мно- 
жества из С. По теореме 2 [4] М(С)=М(С’"'). Откуда следует, что С’" 


звездное замкнутое множество. 
ЛЕММА 3. Если С - звездная (относительно нуля) область, то 


М(С) не ограничен <= С=С. 

Доказательство. Необходимость. Для начала покажем, что для не- 
которого ф, ЕК луч ,е°) < М(©). В силу того, что М(С) не ограни- 
чен, 3{х,}= М(С): п 
М (С) {0,5} замкнут, то остается показать, что Ус в (0,е®оо) М=>0 


= и Ши (аге <,)=ф,. Так как по теореме 1 [4] 








< 





Р(с,=)ПМ (С) = ©. Так как |<,|-°, аго <, > ф, то У=>0 ЗМ Уп> М 





ато, -Ф,|< а значит О(<,.=) содержит точки из [0, <, |< М (С). Следо- 
< 
вательно, хе, е® о) - предельная точка М(С), а поэтому 
0, ео) < М (С). 
Если >. иррационально, то в силу теоремы 3 [4] 2(01) < М(С), 
п 


откуда с=р(,). 0, е*о)=М (С). Если же — ее рациональное число, 
л п 


то фп=2лт и [0,+°0) < М (С). В обоих случаях по теореме 3 [4] С =С. 
Достаточность очевидна в силу теоремы 3 [4]. Что и требовалось 
доказать. 


Замечание. В силу леммы 3 в следующей теореме считаем, что 
М(С) ограничен. Случай, когда М(С) не ограничен, т.е. С=С рассмот- 


енв [1]. 
ре 1. Оператор ДР, определенный на пространстве многочле- 
нов по правилу ДО” а где и из множества натуральных чисел, 
21 := 0, назовём оператором обобщенного дифференцирования. 
Определение 2. Пусть Уп из множества натуральных чисел 4, * 0. Тогда 
оператор Г, определенный на пространстве многочленов со свойством 
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п-1 


1 г. 
1" но ‚ п=012... назовём оператором обобщенного интегрирова- 
ния. 
ТЕОРЕМА. Пусть С - звездная относительно нуля область в С, 
СС. 
1) Оператор ДР расширяется до непрерывного на Н(С’)) ООД тогда и 


только тогда, когда ряд УЧ сходится в окрестности начала координат, 


п=1 
"1 
и его сумма 4(<) аналитически продолжается в звездную область СС”. 
Этот оператор можно представить в виде 


[Ру = >= > - ‘=, (1), 


где с - спрямляемый контур в области С, зависящий от точки с. 





2) Для того чтобы существовал непрерывный линейный правый об- 
ратный оператор Г к непрерывному ООД ДР в Н(С) необходимо и до- 


< 
статочно, чтобы ряд У— сходился в окрестности начала координат, и 


п=0 “п 
его сумма 4,(<) аналитически продолжалась в звездную область С.С"". 
В этом случае он имеет интегральное представление 


ва < 
в} =5= | а № 


Доказательство. Предварительно докажем два вспомогательных ре- 
зультата. 

а) Напомним [5] интегральное представление непрерывного в 
Н(С) линейного оператора Г. Пусть {С,} исчерпывает С. Тогда суще- 


ствуют такая подпоследовательность натуральных чисел {№ =М№(аи)} и 


[а 
голоморфная на каждой бицилиндрической области С,хС ».„› функция 
К(&,Р), что 


УУ(©)еН(С) УзеС, Пу(Э= -- | УВЕ, Ва 


где оС, — граница Су. 

Получим теперь локальное представление ядра К(5,Г) линейного 
непрерывного в Н(С) ООД, следуя схеме статьи [6]. Так как К(<,г) голо- 
морфно в некоторой полной области Гартогса С, хО(х®, К), где 
О(о, К) := | ЕС1 5 в} то оно представимо в этой области в виде суммы 
ряда Гартогса А(<,г) Ре 


п-+1 
о 1 





‚ где К,(<) голоморфна в Н(С), и ряд 


п. 
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равномерно сходится по + внутри О(о,Ю) [7. С. 48]. Тогда Уп>0 


[р = -- [икссда =, (<) =а,.<"'. Следовательно, 
м 


Ш=А 


< а 5" 1 оо < п 1 5 
о. +247) 
п=0 


п=0 





Отсюда, в частности, следует, что ряд аа сходится в окрест- 
п=0 
ности нуля, и его сумма 4(<) голоморфна в этой окрестности. 

6) Теперь покажем, что звездное множество С.С" = С является 
областью, и функция 4(5) продолжается в эту область до голоморфной 
функции. Для этого достаточно показать открытость. Очевидно 0 - внут- 
ренняя точка С.С”’. Если #0, зеС,С’' то 32,5,#0 3 ЕС,, 
2 ЕС", =. =: 35>0 О(а,в)<(,. Таким образом, 
Бе, =, 


является звёздной областью. 
1. Необходимость. Так как 4(5) голоморфна в с =0, то для её го- 





)= Ре, =). 6,6'7. Следовательно, С.С”' открыто, а значит 








ломорфности в звёздной СС”" в силу леммы 2 достаточно показать, что 
4(с) аналитически продолжается в любую точку хЕС. С," по отрезку 
[0,51 [8. С.492]. 
3% а С., ЦЕ Су 6, = га [0,5] а ев 5. С 
[©.0) 


0 0 
р 5 
в силу звёздности. Положим с := —®. 
ГА 


Так как К(‹,)  голоморфна по + на С, то 


2 
ПК(<о,Р) = (=) Е Н(С', ) Следовательно, 4(5)= ет «> а голоморфна 
5 5 


2 
ы Е 2. 2 
по переменной с на <С’’. Поэтому функция —А| х,—” | дает анали- 
6 5 


тическое продолжение 4(<) из с=Ов точку с,. Следовательно, функция 
4(<) аналитически продолжается в С.0"". 
Достаточность. Пусть 4(<) голоморфна в СС’". По лемме 2 для 
любого натурального и ЗМ =М№(п) С,-С''<С.С’". На каждой бицилин- 
дрической области С,хС”, определим голоморфную функцию двух пере- 
1 х 

менных по формуле К(<,г) === Функция с таким свойством в силу [8] 
1 1 

определяет линейный непрерывный в Н(С’)) оператор по формуле Уз ЕС, 
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о 1 |< 
[2 =5- ] У ‘ - № 


Так как 


К 
а: < п 
[2+ = — р 554, |4 =а, =”, пеМ, [Р|(®)=0, 
271 и-в ГА 
то Р является по аи оператором обобщенного дифференциро- 
вания. 
2. Необходимость. Используя метод пункта а), получаем 


п-+1 


для любого натурального п>0 [1 |5 == 


&(&, 6) = т ->- (= Е “(< для { в окрестности оо. 


п=0 п=0 





и 





со 


|. 
Отсюда, в частности, следует, что ряд В сходится в окрест- 
п=0 п 


ности нуля, и его сумма 4,(‹) голоморфна в этой окрестности. 
Далее, рассуждая как в предыдущем пункте, получаем, что функ- 
ция 4(5) аналитически продолжается в звездную область С.С”". 
Достаточность. Аналогично предыдущему пункту получаем, что 


функция со свойством К(,Р):= «(= силу [5] определяет линейный не- 


прерывный в Н(С’) оператор по формуле 


УЕС, [© = | а [ =) 


Так как 


с К-1 
[« о: =—— == | р а (= феи ПЕМ 
Пра о Ч, 


то [ является по определению оператором обобщенного интегрирования. 
Что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ. Если С=О(з,,К), где |53|<К, то СС’' является 
звёздной невыпуклой областью [о 
является овал Декарта. 


| ‚ границей которой 





1 
Доказательство. Так как в силу теоремы 1 [4] сб’! =(м (С)) ь 


сначала найдем М(Б&,,В)) |< К. Заметим, что в силу той же теоремы 





М(Б(®.,в),Б(&,В,))=М и 








а) г я =М(ра, р), Ра, р,)) 


К, 
ле р = =. 


| о [5 
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Точка ге М(Ра, р,), Ра, р,)) > 
>, р.) < Ра, р,) = Ба, р) < Ба, р,) > 1 -1+р < р, 





Следовательно, ме ®))- С: |+ у РЕ м 
50 0 


| я | >=} 
У 
= [ие С: №-1+ к >|} 

Последнее множество есть звездная невыпуклая область, границей 
которой является овал Декарта [9. С.135-140]. Что и требовалось доказать. 
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Б(&,,В)- Бе, К). и (м(ре.ю)). ь | ес: [о] > 
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